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Ekstremi funkcija vise varijabli

Definicija

Kazemo da funkcija f : D — IR, D C R" ima u to¢ki Ty € D lokalni
minimum (odnosno lokalni maksimum) ako postoji okolina
K (To,0) € D takvadazasve T € K(To,0)\{To} vrijedi

f(T)>f(Ty) (odnosno f (T) < f(Tp)).
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K (To,0) € D takvadazasve T € K(To,0)\{To} vrijedi

f(T)>f(Ty) (odnosno f (T) < f(Tp)).

@ Tocke lokalnih minimuma i to¢ke lokalnih maksimuma funkcije f
zajedni¢kim imenom zovemo tockama lokalnih ekstrema funkcije f.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Definicija

Kazemo da funkcija f : D — IR, D C R" ima u to¢ki Ty € D lokalni
minimum (odnosno lokalni maksimum) ako postoji okolina
K (To,0) € D takvadazasve T € K(To,0)\{To} vrijedi

f(T)>f(Ty) (odnosno f (T) < f(Tp)).

@ Tocke lokalnih minimuma i to¢ke lokalnih maksimuma funkcije f
zajedni¢kim imenom zovemo tockama lokalnih ekstrema funkcije f.

@ Dovoljni i nuZni uvjeti za postojanje lokalnog ekstrema u nekoj tocki
su analogni onima za funkcije jedne varijable, ali sloZenije izraZeni.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Definicija

Kazemo da funkcija f : D — IR, D C R" ima u to¢ki Ty € D lokalni
minimum (odnosno lokalni maksimum) ako postoji okolina
K (To,0) € D takvadazasve T € K(To,0)\{To} vrijedi

f(T)>f(Ty) (odnosno f (T) < f(Tp)).

@ Tocke lokalnih minimuma i to¢ke lokalnih maksimuma funkcije f
zajedni¢kim imenom zovemo tockama lokalnih ekstrema funkcije f.

@ Dovoljni i nuZni uvjeti za postojanje lokalnog ekstrema u nekoj tocki
su analogni onima za funkcije jedne varijable, ali sloZenije izraZeni.

@ Ponovno klju¢nu ulogu imaju (parcijalne) derivacije funkcije f.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Teorem (NuZan uvjet ekstrema)

Neka funkcija f ima lokalni ekstrem u tocki Tog. Ako postoji parcijalna
derivacija od f po varijabli x; u totki To, onda je nuzno f;. (To) = 0.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Teorem (NuZan uvjet ekstrema)

Neka funkcija f ima lokalni ekstrem u tocki Tog. Ako postoji parcijalna
derivacija od f po varijabli x; u totki To, onda je nuzno f;. (To) = 0.

Napomena

Neka je f kao u teoremu. Ako je f diferencijabilna u tocki Ty, onda se
nuzan uvjet da bi f imala lokalni ekstrem u Ty

fl(To) =0, VYi=1...,n,

moze ekvivalentno iskazati preko diferencijala:

df (To) = 0.

A
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Napomena

Ovaj uvjet je nuzan, ali ne i dovoljan. Nultocka diferencijala od f, tj.
svaka totka To € D takva da je df (Ty) = 0 naziva se stacionarna tocka
funkcije . Stacionarne toke su potencijalne tocke lokalnih ekstrema.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Napomena

Ovaj uvjet je nuzan, ali ne i dovoljan. Nultocka diferencijala od f, tj.
svaka totka To € D takva da je df (Ty) = 0 naziva se stacionarna tocka
funkcije . Stacionarne toke su potencijalne tocke lokalnih ekstrema.

e U slu€aju funkcije dviju varijabli stacionarnu to¢ku (xo, yo) funkcije f
geometrijski mozemo interpretirati kao tocku u kojoj je tangencijalna
ravnina na plohu z = f (x, y) paralelna s xy-ravninom.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Napomena

Ovaj uvjet je nuzan, ali ne i dovoljan. Nultocka diferencijala od f, tj.
svaka totka To € D takva da je df (Ty) = 0 naziva se stacionarna tocka
funkcije . Stacionarne toke su potencijalne tocke lokalnih ekstrema.

e U slu€aju funkcije dviju varijabli stacionarnu to¢ku (xo, yo) funkcije f
geometrijski mozemo interpretirati kao tocku u kojoj je tangencijalna
ravnina na plohu z = f (x, y) paralelna s xy-ravninom.

o JednadZba tangencijalne ravnine u stacionarnoj tocki glasi

z =z gdje je 20 = f (x0, y0) -
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Funkcija
f(x,y) =x>+2x+y>—4y+3

ima stacionarnu totku (—1,2) jer je

fl(x,y) =2x+2, fyl(x,y):2y—4.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Funkcija
f(x,y)=x>+2x+y>—4y +3
ima stacionarnu totku (—1,2) jer je

fl(x,y) =2x+2, fy'(x,y):2y—4.

Nadalje, to¢ka (—1,2) je i totka lokalnog (a i globalnog na IR?)
minimuma za f jer je

Fxy)=(x+1>2+(y—2)72-2
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Funkcija
f(x,y) =x>+2x+y>—4y+3

ima stacionarnu totku (—1,2) jer je
fl(x,y) =2x+2, fy'(x,y):2y—4.

Nadalje, to¢ka (—1,2) je i totka lokalnog (a i globalnog na IR?)
minimuma za f jer je

Fxy)=(x+1>2+(y—2)72-2

pa je
f(x,y)>—-2=1f(-12) zasve (x,y) # (—1,2).
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Funkcija

f(x,y)=x>+2x+y>—4y +3
ima stacionarnu totku (—1,2) jer je
fl(x,y) =2x+2, fy'(x,y):2y—4.

Nadalje, to¢ka (—1,2) je i totka lokalnog (a i globalnog na IR?)
minimuma za f jer je

Fxy)=(x+1>2+(y—2)72-2

pa je

f(x,y)>—-2=1f(-12) zasve (x,y) # (—1,2).
Jednadzba tangencijalne ravnine za plohu z = x> +2x + y?> — 4y +3 u
totki (—1,2) glasi z = —2.
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Ekstremi funkcija vise varijabli




Stacionarna tocka koja nije lokalni ekstrem

Funkcija f (x,y) = xy ima parcijalne derivacije prvog reda

fxy)=y,  f(xy)=x

Otito je totka (0,0) jedina stacionarna totka za f.
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Stacionarna tocka koja nije lokalni ekstrem

Funkcija f (x,y) = xy ima parcijalne derivacije prvog reda

fxy)=y,  f(xy)=x

Otito je totka (0,0) jedina stacionarna totka za f. Medutim, (0,0) nije
tocka lokalnog ekstrema funkcije f.
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Stacionarna tocka koja nije lokalni ekstrem

Funkcija f (x,y) = xy ima parcijalne derivacije prvog reda

fxy)=y,  f(xy)=x

Otito je totka (0,0) jedina stacionarna totka za f. Medutim, (0,0) nije
totka lokalnog ekstrema funkcije f. Naime, u svakoj okolini totke (0,0)
postoje totke s koordinatama (t, t) za t # 0, u kojima je

f(t,t)=1t>>0=f(0,0),
ali isto tako i totke s koordinatama (t, —t) za t # 0, u kojima je

f(t,—t)=—-t2<0=r(0,0).
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Stacionarna tocka koja nije lokalni ekstrem

Funkcija f (x,y) = xy ima parcijalne derivacije prvog reda

fxy)=y,  f(xy)=x

Otito je totka (0,0) jedina stacionarna totka za f. Medutim, (0,0) nije
totka lokalnog ekstrema funkcije f. Naime, u svakoj okolini totke (0,0)
postoje totke s koordinatama (t, t) za t # 0, u kojima je

f(t,t)=1t>>0=f(0,0),
ali isto tako i totke s koordinatama (t, —t) za t # 0, u kojima je
f(t,—t)=—t><0=r(0,0).

Dakle, (0,0) nije ni totka lokalnog maksimuma ni to¢ka lokalnog
minimuma, ve¢ je nazivamo sedlastom tockom plohe z = xy.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

JednadZba tangencijalne ravnine na plohu z = xy u to¢ki (0,0) glasi
z=0.
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Lokalni maksimum u nestacionarnoj tocki

Funkcija

f(x,y)=1—x>—2x—|y—2|

ima u totki (—1,2) lokalni maksimum (ustvari globalni maksimum na IR?)
Jer za sve (x,y) # (—1,2) vrijedi

f(x,y)=2—(x+1)°—|y—2|<2=17(-12).
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Lokalni maksimum u nestacionarnoj tocki

Funkcija
f(x,y)=1—x>—2x—|y—2|
ima u totki (—1,2) lokalni maksimum (ustvari globalni maksimum na IR?)
Jer za sve (x,y) # (—1,2) vrijedi
Fxy)=2—(x+1°—|y—2/<2=f(-1,2).

Medutim totku (—1,2) ne mozemo nazvati stacionarnom totkom jer f
nije diferencijabilna u toj tocki.
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Lokalni maksimum u nestacionarnoj tocki

Funkcija
f(x,y)=1—x>—2x—|y—2|

ima u totki (—1,2) lokalni maksimum (ustvari globalni maksimum na IR?)
Jer za sve (x,y) # (—1,2) vrijedi

fx,y)=2—(x+1)°—|y—2|<2=f(-12).

Medutim totku (—1,2) ne mozemo nazvati stacionarnom totkom jer f
nije diferencijabilna u toj tocki.

Naime, f; (—1,2) ne postoji Prema tome ne postoji ni tangencijalna
ravnina na plohu z =1 — x?> — 2x — |y — 2| u to¢ki (—1,2).
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Lokalni maksimum u nestacionarnoj tocki

z=1-x>-2x— |y —2|
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Ekstremi funkcija vise varijabli

o Dakle, iako postoji jaka veza izmedu stacionarnih tocaka i tocaka
lokalnih ekstrema funkcije, vidimo da postoje
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Ekstremi funkcija vise varijabli

o Dakle, iako postoji jaka veza izmedu stacionarnih tocaka i tocaka
lokalnih ekstrema funkcije, vidimo da postoje

e nestacionarne tocke ekstrema,
e stacionarne tocke u kojima funkcija nema lokalni ekstrem

@ Prvi problem rjeSavamo tako da medu potencijalne tocke ekstrema
uklju€¢imo i toCke u kojima kojima funkcija nije diferencijabilna.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

o Dakle, iako postoji jaka veza izmedu stacionarnih tocaka i tocaka
lokalnih ekstrema funkcije, vidimo da postoje

e nestacionarne tocke ekstrema,
e stacionarne tocke u kojima funkcija nema lokalni ekstrem

@ Prvi problem rjeSavamo tako da medu potencijalne tocke ekstrema
uklju€¢imo i toCke u kojima kojima funkcija nije diferencijabilna.

@ Da bismo dali dovoljne uvjete da stacionarna tocka bude tocka
ekstrema, moramo koristiti derivacije viSih redova.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

@ Prema definiciji, funkcija f ima u to¢ki Ty lokalni ekstrem ako i samo
ako je f (T) — f (Tp) stalnog predznaka u nekoj okolini K ( Ty, ).
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Ekstremi funkcija vise varijabli

@ Prema definiciji, funkcija f ima u to¢ki Ty lokalni ekstrem ako i samo
ako je f (T) — f (Tp) stalnog predznaka u nekoj okolini K ( Ty, ).

@ Za ocjenu tog predznaka upotrijebit ¢emo Taylorovu formulu za
m=1

F(T)=F(To)+ ).~ <Zn)(><f—x,°) ai.) F(To)+ R (T).

s Lagrangeovim oblikom ostatka (p = m + 1).
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Ekstremi funkcija vise varijabli

@ Dakle, pretpostavimo li da f ima neprekidne parcijalne derivacije do
uklju€ivo drugog reda na nekoj okolini K ( Ty, d) stacionarne totke Ty
i uzevdi u obzir da je df (Tp) = 0, za svaku totku T € K (Tp,9)
dobijemo

f(T)—f(To):Rl(T):;<i(xi_xp) ai) F(Ty).
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Ekstremi funkcija vise varijabli

@ Dakle, pretpostavimo li da f ima neprekidne parcijalne derivacije do
uklju€ivo drugog reda na nekoj okolini K ( Ty, d) stacionarne totke Ty
i uzevdi u obzir da je df (Tp) = 0, za svaku totku T € K (Tp,9)
dobijemo

f(T)—f(To):Rl(T):;<Zn:(xl._xi0) ai) F(Th).

i=1
@ Zbog neprekidnosti svih parcijalnih derivacija drugog reda funkcije f,
ostatak
n 0 a 2
R(T)== i—x7)=— | (T
1( ) 2 i:ZI(XI XI)aX,' ( 9)
i veli¢ina )
R =2 (Y (6—x0) L) £(T0)
2\ =Y T e
se vrlo malo razlikuju kad je to¢ka T dovoljno blizu tocki Typ.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Posljedice su sljedeca Cetiri zakljucka:

a) Akoje R (T) >0zasve T € K(Tp,68)\ {To}, onda f u
tocki Tg ima lokalni minimum.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Posljedice su sljedeca Cetiri zakljucka:
a) Akoje R (T) >0zasve T € K(Tp,68)\ {To}, onda f u
tocki Tg ima lokalni minimum.

b) Akoje Ry (T) <0Ozasve T € K(To,8)\ {To}, onda f u
to¢ki Ty ima lokalni maksimum.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Posljedice su sljedeca Cetiri zakljucka:

a) Akoje R (T) >0zasve T € K(Tp,68)\ {To}, onda f u
tocki Tg ima lokalni minimum.

b) Akoje Ry (T) <0Ozasve T € K(To,8)\ {To}, onda f u
to¢ki Ty ima lokalni maksimum.

c) Ako Ry (T) mijenja predznak na K ( Ty, )\ {To}, odnosno
ako je Ry (T) > 0 u nekim totkama T € K (To,0) \ {To} i
Ri (T) < 0 u nekim totkama T € K (To,6) \ {To}, onda f
u to¢ki Top nema lokalni ekstrem. Kazemo da je Ty sedlasta

toc¢ka od f.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Posljedice su sljedeca Cetiri zakljucka:

a) Akoje R (T) >0zasve T € K(Tp,68)\ {To}, onda f u
tocki Tg ima lokalni minimum.

b) Akoje Ry (T) <0Ozasve T € K(To,8)\ {To}, onda f u
to¢ki Ty ima lokalni maksimum.

c) Ako Ry (T) mijenja predznak na K ( Ty, )\ {To}, odnosno
ako je Ry (T) > 0 u nekim totkama T € K (To,0) \ {To} i
Ri (T) < 0 u nekim totkama T € K (To,6) \ {To}, onda f
u to¢ki Top nema lokalni ekstrem. Kazemo da je Ty sedlasta

totka od f.

d) Ako je Ry (T) >0 za sve T € K(To,6)\{To} i ako postoji
to¢ka T # Ty u kojoj je Ry (T) =0, ili ako je R; (T) <0
zasve T € K(To,6)\{To} i postoji totka T # T u kojoj
je R1 (T) =0, onda je potrebna daljnja analiza.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Teorem (Dovoljni uvjeti ekstrema)

Neka funkcija f u nekoj okolini K (Ty,é) C D stacionarne totke Ty ima
neprekidne parcijalne derivacije do uklju¢ivo drugog reda.

Gordan Radobolja (PMF)
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Teorem (Dovoljni uvjeti ekstrema)

Neka funkcija f u nekoj okolini K (Ty,é) C D stacionarne totke Ty ima
neprekidne parcijalne derivacije do uklju¢ivo drugog reda. Uvedimo oznake
Aj=f (To) zai,j=1,2,....n
i definirajmo velicine A, zar = 1,2, ..., n formulama
A Az Az
An A
Ay = Aqg, Ay = Az AZ : Az = [An Axx Ao,
Az1 Az Ass
A o0 Arr
i optenito A, = | : |, zar=1,...,n
Arl Arr

Gordan Radobolja (PMF)
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Teorem (Dovoljni uvjeti ekstrema)
Tada vrijedi:

a) A, >0 zasver = f ima u lokalni minimum u Ty;
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Teorem (Dovoljni uvjeti ekstrema)
Tada vrijedi:

a) Ay >0 zasver = f ima u lokalni minimum u Ty;

b) A, < 0 za sve neparne r i A, > 0 za sve parne r
= f ima lokalnu maksimum u Ty;
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Teorem (Dovoljni uvjeti ekstrema)
Tada vrijedi:

a) Ay >0 zasver = f ima u lokalni minimum u Ty;
b) A, < 0 za sve neparne r i A, > 0 za sve parne r
= f ima lokalnu maksimum u Ty;

c) A, < 0 za barem jedan parni r ili postoje dva neparna
indeksa r i r' takva da je A, >0 i A, <0
= f nema lokalni ekstrem u Ty;
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Teorem (Dovoljni uvjeti ekstrema)
Tada vrijedi:

a) Ay >0 zasver = f ima u lokalni minimum u Ty;

b) A, < 0 za sve neparne r i A, > 0 za sve parne r
= f ima lokalnu maksimum u Ty;

c) A, < 0 za barem jedan parni r ili postoje dva neparna
indeksa r i r' takva da je A, >0 i A, <0
= f nema lokalni ekstrem u Ty;

d) A, >0 zasver i, =0 za barem jedan r ili
A, <0 zasveriA, =0 za barem jedan r
=  moZe i ne mora imati lokalni ekstrem u Ty.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Napomena

a) Prema Schwartzovom teoremu vrijedi Ajj = Aj;i pa su A, determinante
simetri¢nih matrica.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Napomena
a) Prema Schwartzovom teoremu vrijedi Ajj = Aj;i pa su A, determinante

simetri¢nih matrica.
b) Za funkcije dviju varijabli imamo:

A = fiy (x0,0) , Az = Ao = fy, (x0.y0) . A2 = £, (X0, %0)
Ar = A, Ay = A Axn — A,

6. svibnja 2014. 17 / 47
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Napomena

a) Prema Schwartzovom teoremu vrijedi Ajj = Aj;i pa su A, determinante
simetricnih matrica.
b) Za funkcije dviju varijabli imamo:
A = £ (X0, y0) . Az = A1 = &/; (x0.%0) , Az2 = fyIJI/ (x0, y0)
Ay = A, Ay = Ap1Axn — A,
Prethodni teorem se tada svodi na slijedeCa Cetiri slucaja:

Q@ AL >0iAy>0= fimau(x,y0) lokalni minimum,

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 6. svibnja 2014.



Ekstremi funkcija vise varijabli

Napomena

a) Prema Schwartzovom teoremu vrijedi Ajj = Aj;i pa su A, determinante
simetri¢nih matrica.
b) Za funkcije dviju varijabli imamo:

A = fiy (x0,0) , Az = Ao = fy, (x0.y0) . A2 = £, (X0, %0)
A = A, Ay = A11Axn — A,

Prethodni teorem se tada svodi na slijedeca Cetiri slu¢aja:

Q@ AL >0iAy>0= fimau(x,y0) lokalni minimum,
Q@ A1 <0iAy>0= fimau(x,yo) lokalni maksimum,
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Napomena

a) Prema Schwartzovom teoremu vrijedi Ajj = Aj;i pa su A, determinante
simetri¢nih matrica.
b) Za funkcije dviju varijabli imamo:

A = f (%0,%0) . Az = Ao = £ (x0,50) . Az = £y (x0, y0)
Ay = A, Ay = Ap1Axn — A,
Prethodni teorem se tada svodi na slijedeca Cetiri slu¢aja:

Q@ A1 >0iA;>0= fimau(xo,Yyo) lokalni minimum,
Q@ A1 <0iAy>0= fimau(x,yo) lokalni maksimum,
Q A» <0 = f nema u (x,yo) lokalni ekstrem,
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Napomena

a) Prema Schwartzovom teoremu vrijedi Ajj = Aj;i pa su A, determinante
simetri¢nih matrica.
b) Za funkcije dviju varijabli imamo:

A = fiy (x0,0) , Az = Ao = fy, (x0.y0) . A2 = £, (X0, %0)
A = A, Ay = A11Axn — A,

Prethodni teorem se tada svodi na slijedeca Cetiri slu¢aja:

Q@ A1 >0iA;>0= fimau(xo,Yyo) lokalni minimum,
Q@ A1 <0iAy>0= fimau(x,yo) lokalni maksimum,
Q A» <0 = f nema u (x,yo) lokalni ekstrem,

Q Ay =0= f u(x0,y) moZze i ne mora imati lokalni ekstrem.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Primjer

Pokazali smo da funkcija
f(x,y)=x>+2x+y>—4y+3

ima jedinu stacionarnu tot¢ku (—1,2). Parcijalne derivacije drugog reda su
konstantne funkcije

fo (y) = fy (y) =2, £y (xy) = fr(xy) =0
pa je (u totki (—1,2))

2 0

AL =2>0, AQI‘O 5

=40

Po teoremu zaklju¢ujemo da f ima u (—1,2) lokalni minimum.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Primjer
Jedina stacionarna totka funkcije f (x,y) = xy je (0,0) . Parcijalne
derivacije drugog reda su konstantne funkcije

fo (0 y) = fy (xy) =0, £y (xy) = fa(xy) =1
pa u (0,0) imamo

01

A =0, A2:|1 0

‘:—1<0.

Prema teoremu, f nema lokalni ekstrem u (0,0) .
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Primjer
Funkcija
f(xy)= 1—X2—2x—|y—2]
ima u tocki (—1, 2) lokalni maksimum, ali taj zaklju¢ak ne moZzemo dobiti

primjenom teorema jer f nema neprekidne parcijalne derivacije drugog
reda.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Funkcija f (x,y,z) = —2x? — y? — 32% je beskonatno derivabilna te je

f;(l (X,y,Z) = —4X, f;// (X,y’z) — —2y' fz/ (va.z) = —6z.
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Funkcija f (x,y,z) =

—2x% — y?2 —32% je beskonatno derivabilna te je

fe(x.y,2) = —4x, f,(xy 2)

=2y, fl(x,y,z)=—6z.

Otito je (0,0,0) jedina stacionarna totka funkcije f.

Gordan Radobolja (PMF)
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Funkcija f (x,y,z) =

— D5t — y2 — 322 je beskonacno derivabilna te je
fi(xiy.2) = —4x, fy/(X,y,z) =2y, f(xyz)=—6z

Otito je (0,0,0) jedina stacionarna totka funkcije f. Parcijalne derivacije
drugog reda su konstantne

f,=—4 £ =2 fl=—6 fj=f=f=0

Gordan Radobolja (PMF)
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Funkcija f (x,y,z) = —2x? — y? — 32% je beskonatno derivabilna te je
fi(xiy.2) = —4x, fy/(X,y,z) =2y, f(xyz)=—6z

Otito je (0,0,0) jedina stacionarna totka funkcije f. Parcijalne derivacije
drugog reda su konstantne

f,=—4 £ =2 fl=—6 fj=f=f=0

pau (0,0,0) imamo  A; =—-4<0,

4 0 4 0 0
AF‘O _2':8>O, As=|0 —2 0|=-48<0,
0 0 -6
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Funkcija f (x,y,z) = —2x? — y? — 32% je beskonatno derivabilna te je

fi(x,y, z) = —4x, fy/ (x,y.z) = =2y, f/(x,y,z)=—6z

Otito je (0,0,0) jedina stacionarna totka funkcije f. Parcijalne derivacije
drugog reda su konstantne

f,=—4 £ =2 fl=—6 fj=f=f=0

pau (0,0,0) imamo  A; =—-4<0,

4 0 4 0 0
AF‘O _2':8>O, As=|0 —2 0|=-48<0,
0 0 -6

Prema teoremu zaklju€ujemo da f ima u (0,0, 0) lokalni maksimum.

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Sli¢no, funkcija f (x,y, z) = 2x? + y? — 3z% ima parcijalne derivacije

fo(x.y.z) =4x, f(xy.z)=2y, f(xyz)=—6z

Z

i stacionarnu to¢ku (0,0, 0).
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Sligno, funkeija f (x,y,z) = 2x* + y* — 32% ima parcijalne derivacije
fl(x,y, z) = 4x, fy’ (x,y,z) =2y, f/(x,y,z)=—6z

i stacionarnu to¢ku (0, 0,0). Parcijalne derivacije drugog reda su

=4 f=2 f=—6 f=f=f=0
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Primjer
Sli¢no, funkcija f (x,y, z) = 2x? + y? — 3z% ima parcijalne derivacije
fl(x,y, z) = 4x, fy/ (x,y,z) =2y, f/(x,y,z)=—6z
i stacionarnu to¢ku (0, 0,0). Parcijalne derivacije drugog reda su
4 f =0 =6 f=fl=fl=0

pa u (0,0,0) imamo Ay =4>0,

40 4 0 O
A2:‘0 2':8>0, A3=10 2 0|=-48<0.
0 0 —6
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Primjer
Sli¢no, funkcija f (x,y, z) = 2x? + y? — 3z% ima parcijalne derivacije
fl(x,y, z) = 4x, fy/ (x,y,z) =2y, f/(x,y,z)=—6z
i stacionarnu to¢ku (0, 0,0). Parcijalne derivacije drugog reda su
4 f =0 =6 f=fl=fl=0

pa u (0,0,0) imamo Ay =4>0,

4 0

A2:‘0 2

4 0
':8>0, A;=10 2 0|=-48<0.
0 0

Prema teoremu, f nema lokalni ekstrem u (0, 0,0).

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 6. svibnja 2014.



Ekstremi funkcija vise varijabli

Pogledajmo funkcije

f(xyz) = X2+ y? + 24,
g(x.y,z) = X*+y*+2
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Pogledajmo funkcije

f(xyz) = X2+ y? + 24,
g(x.y,z) = X*+y*+2

Otito je (0,0,0) totka lokalnog (zapravo globalnog) minimuma funkcije f
jer je

f(x,y,z2) =x>+y?>+2*>0=1(0,0,0) za (x,y,2) # (0,0,0).
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Pogledajmo funkcije

f(xyz) = X2+ y? + 24,
g(x.y,z) = X*+y*+2

Otito je (0,0,0) totka lokalnog (zapravo globalnog) minimuma funkcije f
jer je

f(x,y,z2) =x>+y?>+2*>0=1(0,0,0) za (x,y,2) # (0,0,0).

Nadalje, (0,0,0) nije totka lokalnog ekstrema funkcije g jer je za svaki
t>0

g£(0,0,t) = t2>0=g(0,0,0),
g(0,0,—t) = —t2<0=g(0,00).
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Ekstremi funkcija vise varijabli

S druge strane, (0,0,0) je stacionarna totka i od f i od g jer je

fi(x,y.2) = & (xyz)=2x,
f(x.y.2) = g (xyz) =2y,
T (x,y,z) = 473, g (x,y,2z) = 322
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Ekstremi funkcija vise varijabli

Primjer

S druge strane, (0,0,0) je stacionarna totka i od f i od g jer je

fi(x,y.2) = & (xyz)=2x,
f(x.y.2) = g (xyz) =2y,
T (x,y,z) = 473, g (x,y,2z) = 322

Jednostavnim ratunom se provjeri da za obje funkcije u (0,0,0) imamo

2 0

A =2>0, A2:’0 )

2 00
‘:4>0,A3:O 2 0| =0,
0 0O

sto je slutaj d) iz teorema.
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Problem vezanog ekstrema

Postavlja se pitanje kako pronacéi ekstreme funkcije uz neki dodatni uvjet,
npr. samo na odredenom podskupu domene.
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Problem vezanog ekstrema

Postavlja se pitanje kako pronacéi ekstreme funkcije uz neki dodatni uvjet,
npr. samo na odredenom podskupu domene.
Recimo:

@ naci ekstremne vrijednosti funkcije z = xy na kruznici x> + y?® = 2,
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Problem vezanog ekstrema

Postavlja se pitanje kako pronacéi ekstreme funkcije uz neki dodatni uvjet,
npr. samo na odredenom podskupu domene.
Recimo:

@ naci ekstremne vrijednosti funkcije z = xy na kruznici x> + y?® = 2,

@ naéi ekstremne vrijednosti funkcije z = x? + y? na pravcu x +y = 2.

Gordan Radobolja (PMF)
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Problem vezanog ekstrema

@ Pretpostavimo da su zadane dvije funkcije dviju varijabla
f,@: D — R definirane na skupu D C R2.
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Problem vezanog ekstrema

@ Pretpostavimo da su zadane dvije funkcije dviju varijabla
f,@: D — R definirane na skupu D C R2.

@ Funkciji ¢ pridruzimo implicitnu jednadzbu
¢(x.y)=0
i pripadajuci skup S C D definiran tom jednadzbom

S={xy)eD:¢(xy)=0}.
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Problem vezanog ekstrema

@ Pretpostavimo da su zadane dvije funkcije dviju varijabla
f,@: D — R definirane na skupu D C R2.

@ Funkciji ¢ pridruzimo implicitnu jednadzbu
¢(x.y)=0
i pripadajuci skup S C D definiran tom jednadzbom

S={xy)eD:¢(xy)=0}.

o Definiramo lokalni ekstrem funkcije f uz uvjet ¢ (x,y) = 0:
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Problem vezanog ekstrema

Definicija
Ako za totku Ty = (xo,y0) € S postoji okolina K (To, ) C D tako da je
f(x,y)>f(x.5) Y(xy) € SNK(To,0)\{To}

onda kaZemo da funkcija f u totki Ty ima vezani (uvjetni) lokalni
minimum uz uvjet ¢ (x,y) = 0.
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Problem vezanog ekstrema

Definicija
Ako za totku Ty = (xo,y0) € S postoji okolina K (To, ) C D tako da je

f(x,y)>f(x.5), V(xy) € SNK(To,0)\{To}

onda kaZemo da funkcija f u totki Ty ima vezani (uvjetni) lokalni
minimum uz uvjet ¢ (x,y) = 0.
Ako je

f(xy) <f(xx), Y(xy)eSNK(To,é)\{To}

onda kazemo da funkcija f u to¢ki Ty ima vezani (uvjetni) lokalni
maksimum uz uvjet ¢ (x,y) = 0.
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Problem vezanog ekstrema

Definicija
Ako za totku Ty = (xo,y0) € S postoji okolina K (To, ) C D tako da je

f(x,y)>f(x.5), V(xy) € SNK(To,0)\{To}

onda kaZemo da funkcija f u totki Ty ima vezani (uvjetni) lokalni
minimum uz uvjet ¢ (x,y) = 0.
Ako je

f(xy) <f(xx), Y(xy)eSNK(To,é)\{To}

onda kazemo da funkcija f u to¢ki Ty ima vezani (uvjetni) lokalni
maksimum uz uvjet ¢ (x,y) = 0.

Zajednitkim imenom ih zovemo totkama vezanih (uvjetnih) lokalnih
ekstrema. )
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Problem vezanog ekstrema

Problem odredivanja to¢aka u kojima funkcija z = f (x, y) ima vezane
lokalne ekstreme uz uvjet ¢ (x,y) = 0 krace zapisujemo

{ z = f(x,y) — min, max
¢ (xy) =0
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Problem vezanog ekstrema

Problem odredivanja to¢aka u kojima funkcija z = f (x, y) ima vezane
lokalne ekstreme uz uvjet ¢ (x,y) = 0 krace zapisujemo

{ z = f(x,y) — min, max
¢(xy)=0

Taj problem moZemo geometrijski interpretirati na sljede¢i nadin: medu
to¢kama (x, y, z) plohe zadane eksplicitno sa z = f (x, y) &ije prve dvije
koordinate odreduju toc¢ku iz S traZimo one u kojima je vrijednost
koordinate z lokalno najmanja (najveca).
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Problem vezanog ekstrema

Problem odredivanja to¢aka u kojima funkcija z = f (x, y) ima vezane
lokalne ekstreme uz uvjet ¢ (x,y) = 0 krace zapisujemo

{ z = f(x,y) — min, max
¢(xy)=0

Taj problem moZemo geometrijski interpretirati na sljede¢i nadin: medu
to¢kama (x, y, z) plohe zadane eksplicitno sa z = f (x, y) &ije prve dvije
koordinate odreduju toc¢ku iz S traZimo one u kojima je vrijednost
koordinate z lokalno najmanja (najveca).

X2yt —
x-y-2 —
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Problem vezanog ekstrema

@ Ako su funkcije f i ¢ dovoljno 'lijepe’ (npr. neprekidno derivabilne)
mogu se dati nuZni i dovoljni uvjeti da bi neka to¢ka (xo, yo) bila
rjeSenje tog problema.
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Problem vezanog ekstrema

@ Ako su funkcije f i ¢ dovoljno 'lijepe’ (npr. neprekidno derivabilne)
mogu se dati nuZni i dovoljni uvjeti da bi neka to¢ka (xo, yo) bila
rjeSenje tog problema.

@ Pretpostavimo dakle da f i ¢ imaju neprekidne sve parcijalne
derivacije do uklju€ivo drugog reda. Neka je (xp,y0) € S takva da je

¢, (x.y) #0.
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Problem vezanog ekstrema

@ Ako su funkcije f i ¢ dovoljno 'lijepe’ (npr. neprekidno derivabilne)
mogu se dati nuZni i dovoljni uvjeti da bi neka to¢ka (xo, yo) bila
rjeSenje tog problema.

@ Pretpostavimo dakle da f i ¢ imaju neprekidne sve parcijalne
derivacije do uklju€ivo drugog reda. Neka je (xp,y0) € S takva da je

¢, (x.y) #0.

o Koristeti tvrdnju (i) iz teorema o implicitno zadanoj funkciji
zaklju€ujemo da mora postojati otvoreni interval | C IR takav da je
xp € I i to¢no jedna funkcija y = g (x), x € I implicitno zadana
jednadzbom ¢ (x,y) = 0.
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Problem vezanog ekstrema

@ Ako su funkcije f i ¢ dovoljno 'lijepe’ (npr. neprekidno derivabilne)
mogu se dati nuZni i dovoljni uvjeti da bi neka to¢ka (xo, yo) bila
rjeSenje tog problema.

@ Pretpostavimo dakle da f i ¢ imaju neprekidne sve parcijalne
derivacije do uklju€ivo drugog reda. Neka je (xp,y0) € S takva da je

¢, (x.y) #0.

o Koristeti tvrdnju (i) iz teorema o implicitno zadanoj funkciji
zaklju€ujemo da mora postojati otvoreni interval | C IR takav da je
xp € I i to¢no jedna funkcija y = g (x), x € I implicitno zadana
jednadzbom ¢ (x,y) = 0.

@ Zbog toga funkciju f (x,y), (x,y) € S mozemo lokalno, u nekoj
okolini promatrane totke (xg, yo) interpretirati kao funkciju samo
jedne varijable x,

z="1(x)="(x,g(x)), x €l
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Problem vezanog ekstrema

o Otigledno vrijedi sljede¢a tvrdnja:
Funkcija f u to&ki (xg, o) ima lokalni vezani minimum
(maksimum) ako i samo ako funkcija f u totki xo ima lokalni
minimum (maksimum).
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Problem vezanog ekstrema

o Otigledno vrijedi sljede¢a tvrdnja:
Funkcija f u to&ki (xg, o) ima lokalni vezani minimum
(maksimum) ako i samo ako funkcija f u totki xo ima lokalni
minimum (maksimum).

@ Prema tvrdnji (ii) teorema o implicitnoj funkciji znamo da je g
neprekidno derivabilna na / i da je

g (x) = — 200 (A1)
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Problem vezanog ekstrema

o Otigledno vrijedi sljede¢a tvrdnja:
Funkcija f u to&ki (xg, o) ima lokalni vezani minimum
(maksimum) ako i samo ako funkcija f u totki xo ima lokalni
minimum (maksimum).

@ Prema tvrdnji (ii) teorema o implicitnoj funkciji znamo da je g
neprekidno derivabilna na / i da je

g (x) = 20 (A1)

@ Buduci da smo pretpostavili da ¢ ima neprekidne i parcijalne
derivacije drugog reda, zaklju¢ujemo da g na I ima neprekidnu i
drugu derivaciju.
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Problem vezanog ekstrema

@ Iz (Al) koriste¢i formulu za derivaciju kompozicije funkcija vise
varijabli dobivamo da je

9, () o (o v) + @l (xv) g (%))

gl/ (X) —

9, (x,y)?
[l )+ gl ()8 (9] 9 ()
9, (x,y)° '
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Problem vezanog ekstrema

@ Iz (Al) koriste¢i formulu za derivaciju kompozicije funkcija vise
varijabli dobivamo da je

9, () o (o v) + @l (xv) g (%))

gl/ (X) —

9, (x,y)?
[l )+ gl ()8 (9] 9 ()
9, (x,y)° '

@ Sredivanjem i jos jednom upotrebom formule (A1) dobijemo

gl (oY) 200, (x.y) & (x) + +a), (x.y) & (x)°
¢, (x.y)

g" (x) (A2)
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Problem vezanog ekstrema

@ Iz (Al) koriste¢i formulu za derivaciju kompozicije funkcija vise
varijabli dobivamo da je

9, () o (o v) + @l (xv) g (%))

gl/ (X) —

9, (x,y)?
[l )+ gl ()8 (9] 9 ()
9, (x,y)° '

@ Sredivanjem i jos jednom upotrebom formule (A1) dobijemo

_ 9 (ay) 4290 (xy) g (x) ++ey, (xy) g (%)
¢, (x.y)
o Nadalje, zbog pretpostavke da f ima neprekidne parcijalne derivacije

drugog reda, zaklju¢ujemo da i fimanal neprekidnu prvu i drugu
derivaciju.

g" (x) (A2)
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Problem vezanog ekstrema

o Koriste¢i formulu za deriviranje kompozicije dobivamo da za sve x € /
vrijedi ~
Fri)=fK&Ey)+f(xy)eg (). (B1)
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Problem vezanog ekstrema

o Koriste¢i formulu za deriviranje kompozicije dobivamo da za sve x € /
vrijedi ~
Fri)=fK&Ey)+f(xy)eg (). (B1)

@ Deriviranjem dobijemo

1 (x) = fL(xy)+fy(xy) g (x)+
+ [ (xy)+ 1, (xy) g (x)] g (x) + £ (x,y)g" (x)
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Problem vezanog ekstrema

o Koriste¢i formulu za deriviranje kompozicije dobivamo da za sve x € /
vrijedi ~
Fri)=fK&Ey)+f(xy)eg (). (B1)

@ Deriviranjem dobijemo
P00 = o)+ (o) g (0 +
+ [ (x, )+fyy (x.y) &' (x)] & (x) + 1 (x.y)g" (x)
o Nakon sredivanja i koristenja (A2) dobijemo
1(x) = fo(xy)+2fy (xy) g (x) + 1 (x.y) g (x)° (B2)

fy (x,y)

ACT)] [(P'X'X (x.y) +295, (x.v) &' (x) + ¢, & (X)Q} :
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NuZni i dovoljni uvjeti lokalnih vezanog ekstrema

Teorem (NuZan i dovoljan uvjet vezanog ekstrema)

Neka funkcije f, ¢ : D — R, D C IR? imaju na D neprekidne sve
parcijalne derivacije do ukljulivo drugog reda.
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NuZni i dovoljni uvjeti lokalnih vezanog ekstrema

Teorem (NuZan i dovoljan uvjet vezanog ekstrema)

Neka funkcije f, ¢ : D — R, D C IR? imaju na D neprekidne sve
parcijalne derivacije do ukljulivo drugog reda.
(i) Ako f u (x0,¥0) € D u kojoj je ¢, (xo.y0) # O ima lokalni ekstrem uz
uvjet ¢ (x,y) = 0, onda mora postojati Ay € R takav da za (xo, yo, Ao)
vrijedi

fe (x0, y0) + Ao}, (x0, ¥0) =0,

fy (x0.y0) + Ao @), (x0.y0) =0,

(c)
¢ (x0,y0) = 0.
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NuZni i dovoljni uvjeti lokalnih vezanog ekstrema

Teorem (NuZan i dovoljan uvjet vezanog ekstrema)

Neka funkcije f, ¢ : D — R, D C IR? imaju na D neprekidne sve
parcijalne derivacije do ukljulivo drugog reda.
(i) Ako f u (x0,¥0) € D u kojoj je ¢, (xo.y0) # O ima lokalni ekstrem uz
uvjet ¢ (x,y) = 0, onda mora postojati Ay € R takav da za (xo, yo, Ao)
vrijedi

fe (x0, y0) + Ao}, (x0, ¥0) =0,

fy (x0.y0) + Ao @), (x0.y0) =0,

¢ (x0, %) = 0.

(ii) Ako su (xo0,y0) € D i Ay € R takvi da (xo, yo, Ao) zadovoljava uvjet
(c) i ako je

(c)

' (x0) #0,

pri emu je ' (x) definirano formulom (B2), onda f ima u (x0,y0) lokalni
vezani ekstrem uz uvjet ¢ (x,y) = 0 i to minimum ako je f" (xo) > 0,
odnosno maksimum ako je " (xo) < 0.

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 6. svibnja 2014. 33 / 47



NuZni i dovoljni uvjeti lokalnih vezanog ekstrema

Napomena

Jasno da se u prethodnim razmatranjima moze zamijeniti uloga varijabli x
iy, tj. umjesto pretpostavke da je (p’y (x0, Y0) # 0 mogli smo krenuti od
pretpostavke da je ¢’ (xo,y0) # 0.
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NuZni i dovoljni uvjeti lokalnih vezanog ekstrema

Napomena

Jasno da se u prethodnim razmatranjima moze zamijeniti uloga varijabli x
iy, tj. umjesto pretpostavke da je (p’y (x0, Y0) # 0 mogli smo krenuti od
pretpostavke da je ¢’ (xo,y0) # 0.

Zbog simetrije po x i y nuZzan uvjet (c) ostao bi isti, dok bi se dovoljan
uvjet iskazao pomoéu vrijednosti ' (yp) .
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NuZni i dovoljni uvjeti lokalnih vezanog ekstrema

Napomena

Jasno da se u prethodnim razmatranjima moze zamijeniti uloga varijabli x
iy, tj. umjesto pretpostavke da je (p’y (x0, Y0) # 0 mogli smo krenuti od
pretpostavke da je ¢’ (xo,y0) # 0.

Zbog simetrije po x i y nuZzan uvjet (c) ostao bi isti, dok bi se dovoljan
uvjet iskazao pomoéu vrijednosti ' (yp) .

Pri tome bi " (y) bilo definirano desnom stranom od (B2) u kojoj je

/ T / __9y(xy) _ fxy) .
g’ (x) zamijenjeno sa g’ (y) = _y_<p’x(x,y)' a faktor _y—(p’y(x,y) zamijenjen
_ fxy)
faktorom AR
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Lagrangeova funkcija

Problem vezanog ekstrema

{ z = f (x,y) — min, max
¢ (x.y) =0

ponekad rjeSavamo uvodenjem Lagrangeove funkcije (Lagrangeijana)
L (x,y,A) triju nezavisnih varijabla x, y i A:

Lx,y,A)=Ff(x,y)+Ap(x,y), (x,y)eD, AeR.

Parametar A zove se Lagrangeov multiplikator.
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Lagrangeova funkcija

Problem vezanog ekstrema

{ z = f (x,y) — min, max
¢ (x.y) =0

ponekad rjeSavamo uvodenjem Lagrangeove funkcije (Lagrangeijana)
L (x,y,A) triju nezavisnih varijabla x, y i A:

Lx,y,A)=Ff(x,y)+Ap(x,y), (x,y)eD, AeR.

Parametar A zove se Lagrangeov multiplikator.
Otito se nuzan uvjet (c) podudara s nuznim uvjetom obi¢nog ekstrema
Lagrangeove funkcije L (x,y, A) u tocki (xo, Yo, Ao).
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Lagrangeova funkcija

Dovoljne uvjete nademo neposrednim racunanjem vrijednosti ' (xo):

_ 1 0 ¢ (x0. v0) ¢, (x0. %0)
' (x0) = ————— |9, (x0.50) L (x0.y0, A0) x/y (%0, Y0, o) -
(Py (XonO) qo; (Xo,yo) Ly(XOVyOv)\O) (XOryOv)\O)
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Lagrangeova funkcija

Dovoljne uvjete nademo neposrednim racunanjem vrijednosti ' (xo):

_ 1 0 ¢ (x0. v0) ¢, (x0. %0)
Fl(x0) = ———— |9, (x0,50) L (x0, 0, 20) x/y (X0, Y0, Ao)| -
(Py (XonO) qo; (Xo,yo) Ly(XOVyOv)\O) (XOryOv)\O)
Naravno, s izmjenjenim ulogama varijabla x i y imali bi
N 1 0 ¢ (x0. y0) ¢}, (x0. y0)
F'(vo) = ———— | @ (0. %0) L (x0,¥0.A0) Ly (%0, y0, Ao)| -
@' (x0. ¥0) ¢, (x0.v0) Ll (x0.y0.40) Ll (x0. 0. Ao)
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Lagrangeova funkcija

To nas navodi na sljedetu jednostavniju formulaciju dovoljnih uvjeta: neka
trojka (xo, ¥0, Ao) zadovoljava uvjet (c) i neka je

0 ¢, (%0, %0) ¢}, (x0. y0)

A= g, (x0.¥0) L (x0,¥0,40) Ly (x0.¥0,20)|-
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Lagrangeova funkcija

To nas navodi na sljedetu jednostavniju formulaciju dovoljnih uvjeta: neka
trojka (xo, ¥0, Ao) zadovoljava uvjet (c) i neka je

0 ¢, (%0, %0) ¢}, (x0. y0)
A= ¢, (x0,y0) Ly (x0,y0.A0) LYy (x0,¥0,A0)].

Ako je A < 0 onda f u (xp, yo) ima lokalni vezani minimum, a ako je
A > 0 onda f ima u (xp, o) lokalni vezani maksimum.
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Lagrangeova funkcija

To nas navodi na sljedetu jednostavniju formulaciju dovoljnih uvjeta: neka
trojka (xo, ¥0, Ao) zadovoljava uvjet (c) i neka je

0 ¢, (%0, %0) ¢}, (x0. y0)
A= ¢, (x0,y0) Ly (x0,y0.A0) LYy (x0,¥0,A0)].
@, (x0, %) LYy (x0,%,40) Ly, (x0,¥0.20)
Ako je A < 0 onda f u (xp, yo) ima lokalni vezani minimum, a ako je
A > 0 onda f ima u (xp, o) lokalni vezani maksimum.

Ako trojka (xp, yo, Ao) zadovoljava uvjet (c), moZemo promatrati i samo
vrijednosti

L;/y (XOvYOr/\O) L;,/y (Xo,yo,/\o) '
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Lagrangeova funkcija

To nas navodi na sljedetu jednostavniju formulaciju dovoljnih uvjeta: neka
trojka (xo, y0, Ao) zadovoljava uvjet (c) i neka je

0 ¢, (%0, %0) ¢}, (x0. y0)
A= g, (x0.¥0) L (x0,¥0,40) Ly (x0.¥0,20)|-

Ako je A < 0 onda f u (xp, yo) ima lokalni vezani minimum, a ako je
A > 0 onda f ima u (xp, o) lokalni vezani maksimum.
Ako trojka (xp, yo, Ao) zadovoljava uvjet (c), moZemo promatrati i samo
vrijednosti
5 — | Bx 00030, 20) - Ly (30, ¥0,20) |

L, (%0, ¥0.A0) Ly, (X0, ¥0, Ao)
Vrijedi sljedete: ako je § > 0i L, (x0, 0, Ao) > 0, onda je sigurno A < 0
pa f ima u (xo, yo) lokalni vezani minimum, a ako je 6 > 0 i
L’ (x0, y0,Ao) < 0, onda je sigurno A > 0 pa f ima u (xp, yo) lokalni
vezani maksimum.
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Lagrangeova funkcija

To nas navodi na sljedetu jednostavniju formulaciju dovoljnih uvjeta: neka
trojka (xo, y0, Ao) zadovoljava uvjet (c) i neka je

0 ¢, (%0, %0) ¢}, (x0. y0)
A= g, (x0.¥0) L (x0,¥0,40) Ly (x0.¥0,20)|-

Ako je A < 0 onda f u (xp, yo) ima lokalni vezani minimum, a ako je
A > 0 onda f ima u (xp, o) lokalni vezani maksimum.
Ako trojka (xp, yo, Ao) zadovoljava uvjet (c), moZemo promatrati i samo
vrijednosti
5 — | Bx 00030, 20) - Ly (30, ¥0,20) |

L, (%0, ¥0.A0) Ly, (X0, ¥0, Ao)
Vrijedi sljedete: ako je § > 0i L, (x0, 0, Ao) > 0, onda je sigurno A < 0
pa f ima u (xo, yo) lokalni vezani minimum, a ako je 6 > 0 i
L’ (x0, y0,Ao) < 0, onda je sigurno A > 0 pa f ima u (xp, yo) lokalni
vezani maksimum.
Ako je § < 0 moramo raunati A.
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Primjeri

Neka je zadan problem vezanog ekstrema

Z = Xy — min, max
X2 +y?—-2=0
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Primjeri

Neka je zadan problem vezanog ekstrema

Z = Xy — min, max
X2 +y?—-2=0

Pridruzena Lagrangeova funkcija je

L(x,y,)t)zxy—l—)t(x2—|—y2—2)
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Primjeri

Primjer

Neka je zadan problem vezanog ekstrema

Z = Xy — min, max
X2 +y?—-2=0

Pridruzena Lagrangeova funkcija je
L(x,y,A) zxy—l—)t(x2—|—y2 —2)
pa je nuzan uvjet ekstrema

L, = y+2Ax=0,
L;, = x+2Ay =0,
Ly = xX*+y>—2=0.
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Primjeri

Iz prve dvije jednadzbe dobivamo

__y__x
A= 2x 2y’
odakle slijedi
y2 = X2 = y = +x.
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Primjeri

Iz prve dvije jednadzbe dobivamo

__y__x
A= 2x 2y’
odakle slijedi
y2 = X2 = y = +x.

Uvrstavanje u tretu jednadzbu daje

X4 (£x)°=2=0 = x = =£1.

Gordan Radobolja (PMF)
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Primjeri

Iz prve dvije jednadzbe dobivamo

__y__x
A= 2x 2y’
odakle slijedi
y2 = X2 = y = +x.

Uvrstavanje u tretu jednadzbu daje
X4 (£x)°=2=0 = x = =£1.
Zaklju¢ujemo da postoje Cetiri totke koje zadovoljavaju nuzan uvjet:

Tl = (_1,1), TQI(].,—].), /\1:)\2:%,
1
T3 — (_11_1), T4:(1,1), /\3:)\4:—7
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Primjeri

Primjer
Kako je
Loy ‘22\ 1 )
o=\ W= =4A° -1,
Ly Ly, 1 2A

uvrstavanjem odgovarajuce vrijednosti A za sve Cetiri to¢ke dobivamo
6 = 0 pa ne mozemo donijeti zakljucak.
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Primjeri

Kako je

" "
Lxx ny

5=
T

_2A 1
1 2A
uvrstavanjem odgovarajuce vrijednosti A za sve Cetiri to¢ke dobivamo

6 = 0 pa ne mozemo donijeti zakljucak.
Moramo racunati

=472 -1,

0 ¢, ¢, 0 2x 2y
A= g, L Ljl=|2x 20 1
¢, Ly Ly, 2y 1 2\
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Primjeri

Kako je
L L ‘2)\ 1 2
o= |, = =4A° -1,
L;’y L;,’y 1 2A

uvrstavanjem odgovarajuce vrijednosti A za sve Cetiri to¢ke dobivamo
6 = 0 pa ne mozemo donijeti zakljucak.
Moramo racunati

0 ¢, ¢, 0 2x 2y
A=l¢, Ly Ly|=1[2x 20 1
(p; Ly Ly, 2y 1 2A

Uvrstavanjem vrijednosti x, y i A za pojedine totke dobivamo:

@ utockama Ty i Tr je A = —16 <0,

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2
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Primjeri

Kako je
L L ‘2)\ 1 2
o= |, = =4A° -1,
L;’y L;,’y 1 2A

uvrstavanjem odgovarajuce vrijednosti A za sve Cetiri to¢ke dobivamo
6 = 0 pa ne mozemo donijeti zakljucak.
Moramo racunati

0 ¢, ¢, 0 2x 2y
A=, L L;’y =|2x 212 1
(p; L’X’y L’y’y 2y 1 2A
Uvrstavanjem vrijednosti x, y i A za pojedine totke dobivamo:
@ utockama Ty i Tr je A = —16 <0,
@ u tockama T3 i T4 je A =16 > 0.
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Primjeri

Primjer

Zaklju¢ujemo da funkcija z = xy ima u tockama Ty i T, lokalni vezani

minimum uz dani uvjet x*> + y?> —2 =0, a u totkama T3 i T4 lokalni
vezani maksimum.
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Primjeri

Primjer

Zaklju¢ujemo da funkcija z = xy ima u tockama Ty i T, lokalni vezani

minimum uz dani uvjet x*> + y?> —2 =0, a u totkama T3 i T4 lokalni
vezani maksimum.
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Primjeri

Za problem vezanog ekstrema

z = x> + y?> — min, max
x+y—2=0

imamo Lagrangeovu funkciju

L(x,y,/\):X2+y2+/\(x+y—2).
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Primjeri

Primjer

Za problem vezanog ekstrema

z = x> + y?> — min, max
x+y—2=0

imamo Lagrangeovu funkciju
Lix,y,A)=x*+y* +A(x+y—2).
NuZan uvjet ekstrema je:
L, = 2x+A=0,

/ —
L, = 2y+A=0,
Ly = x+y—2=0.
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Primjeri

Jedina toc¢ka koja zadovoljava nuzan uvjet je

= (1),  A=—0
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Primjeri

Primjer

Jedina toc¢ka koja zadovoljava nuzan uvjet je

To=(1L1), A=-2
Kako je
L// L// '2 O‘
5 = 2% Xy | — = 4
L, L]~ o 2

vidimo da u Ty vrijedi L), (1,1,-2) =2>0i6 =4 > 0.
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Primjeri

Primjer
Jedina toc¢ka koja zadovoljava nuzan uvjet je

= (1),  A=—0

Kako je
Lo '2 O‘
5 e XX Xy | — = 4
L;’y L’y’y 0 2

vidimo da u Ty vrijedi L), (1,1,-2) =2>0i6 =4 > 0.

Dakle ne moramo racunati vrijednost A ve¢ smijemo zakljuliti da funkcija
z = x% + y? ima u totki Ty lokalni vezani minimum uz dani uvjet
x+y—2=0.
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z=x>+y>uzuvjet x+y—2=0
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Primjeri

Problemu vezanog ekstrema

Z = Xy — min, max
y—x=20

pridruZzena je Lagrangeova funkcija

Lx,y,A)=xy+A(y—x).
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Primjeri

Primjer

Problemu vezanog ekstrema

Z = Xy — min, max
y—x=20

pridruZzena je Lagrangeova funkcija
Lix,y,A) =xy+A(y —x).
NuZzan uvjet ekstrema je
L, = y—A=0,

L;, = x—A=0,
Ly = y—x=0.
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Primjeri

Ocito je jedino rjesenje tih jednadzbi u tocki

To=(0,0), Ap=0.
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Primjeri

Ocito je jedino rjesenje tih jednadzbi u tocki

To=(0,0), Ag=0.
Nadalje
(LA 'o 1‘
6= | Dyl —-1<0
LT
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Primjeri

Ocito je jedino rjesenje tih jednadzbi u tocCki

To=(0,0), Ap=0.

Nadalje
Lo '0 1‘
D= | | = =-1<0
L;’y L;,’y 10
pa moramo racunati A. Za sve tocke je
¢ @, 0 -1 1
A=|¢, L L;’y:—l 0 1l=-2<0.
/ 1 "
@, Ly Ly 1 1 0
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Primjeri

Ocito je jedino rjesenje tih jednadzbi u tocCki

To=(0,0), Ap=0.

Nadalje
Lo '0 1‘
D= | | = =-1<0
L;’y L;,’y 10

pa moramo racunati A. Za sve tocke je

/ /
0 (Px (Py 0 -1 1
A=|g. 14 L7|=|-1 0 1l=-2<0.
o ] |1 1 0

Zaklju¢ujemo da z = xy ima u tocki Ty lokalni vezani minimum uz dani

uvjet y — x = 0.
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z=xyuzuvjety —x =20
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